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AbstraktElementární je¹tì neznamená jednoduchý :-). Myslí se tím, ¾e pro odvození budou potøeba pouzezákladní znalosti. Konkrétnì v tomto pøípadì nebude potøeba nic, co by neznal absolvent prvníhoroèníku MFF UK: pojem limity posloupnosti a nìkteré základní vlastnosti posloupností, souèet geo-metrické øady, vìtu o nabývání mezihodnot pro spojité funkce, vlastnosti funkce exp, Taylorovu øadufunkce ln. Kdo zná Wallisovu formuli pro �, bude mít o paragraf krat¹í ètení, ale i její odvození lzezde nalézt, pokud máte základní znalosti o urèitém (Riemannovì) integrálu.
1
Na¹im cílem je odvodit tzv. Stirlingovu formuli, neboli výrok, ¾e pro v¹echna n 2 N existuje �n 2 (0; 1)takové, ¾e platí n! = p2�n�ne

�ne �n12n :
Nejprve uèiníme nìkteré pøípravné úvahy. Z teorie Taylorových øad víme, ¾e pro jxj < 1 je

ln(1 + x) = x� x22 + x33 � x44 : : : ; ln(1� x) = �x� x22 � x33 � x44 : : : :
Odeètením tìchto rovností dostaneme:

ln 1 + x1� x = 2x�1 + x23 + x45 + x67 : : :� ; jxj < 1 : (1)
Polo¾me v tomto vztahu x = 1

2n+1 , tedy 1+x
1�x = (1 + 1n ), a vynásobme rovnost (1) výrazem 1

2x = (n+ 1
2 ):�n+ 12

� ln�1 + 1n
� = 1 + 13 (2n+ 1)2 + 15 (2n+ 1)4 + 17 (2n+ 1)6 : : : ; n 2 N : (2)

Pravá strana rovnosti (2) je jednak evidentnì vìt¹í ne¾ 1, jednak, odhadneme-li èíselné koe�cienty u zlomkùtriviálnì: 1
5 < 1

3 , 1
7 < 1

3 , atd., dostaneme geometrickou øadu, kterou lze seèíst:
1 + 13 (2n+ 1)2 + 15 (2n+ 1)4 + : : : < 1 + 13

� 1(2n+ 1)2 + 1(2n+ 1)4 + 1(2n+ 1)6 + : : :� =
= 1 + 13 1(2n+ 1)2 11� 1

(2n+1)2
=

= 1 + 13 14n2 + 4n = 1 + 112n(n+ 1) :
Ukázali jsme tedy, ¾e

1 < �n+ 12
� ln�1 + 1n

� < 1 + 112n(n+ 1) ; n 2 N :
�Podle Fichtìngolcovy knihy [1].
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Odtud máme (proto¾e exp je rostoucí funkce)
e < �1 + 1n

�n+ 1
2 < e1+ 1

12n(n+1) ; n 2 N ;
neboli po vydìlení e:

1 < 1e
�1 + 1n

�n+ 1
2 < e 1

12n(n+1) ; n 2 N : (3)
2
Polo¾me nyní

an := n!ennn+ 1
2
; bn := e 1

12n ; n 2 N : (4)
Potom

anan+1
= n!ennn+ 1

2
� (n+ 1)n+ 3

2(n+ 1)!en+1 = 1e
�1 + 1n

�n+ 1
2 ; bnbn+1

= e 1
12n�

1
12(n+1) = e 1

12n(n+1) :
Lze tedy (3) psát jako

1 < anan+1
< bnbn+1

; n 2 N : (5)
Z první z nerovností v (5) a z de�nice an vidíme, ¾e an > an+1 > 0, tj. an je klesající zdola omezenáposloupnost, a tedy existuje vlastní limn!1 an =: a � 0. Proto¾e limn!1 bn = 1, máme

limn!1 anbn = limn!1 an � limn!1 1bn = a :
Z (5) v¹ak rovnì¾ plyne anbn < an+1bn+1 , posloupnost anbn je tedy rostoucí, pøitom má stejnou limitu a jakoklesající posloupnost an. Tedy je

anbn < a < an ; tj. ane� 1
12n < a < ane0 :

Proto¾e exponenciela je spojitá funkce, existuje �n 2 (0; 1) takové, ¾e a = ane� �n12n = n!ennn+12
e� �n12n . Tímjsme ukázali, ¾e

pro v¹echna n 2 N existuje �n 2 (0; 1); ¾e n! = apn�ne
�ne �n12n ; kde a = limn!1 n!ennn+ 1

2
: (6)

3
Èíslo a v (6) spoèteme pomocí Wallisovy formule:1

limn!1 12n+ 1
� 2n!!(2n� 1)!!

�2 = �2 : (7)
Roz¹íøíme zlomek uvnitø druhé mocniny výrazem 2n!! a uvá¾íme, ¾e 2n!! = 2nn!. Poté vzniklé faktoriályvyjádøíme pomocí (6) a upravíme:

2n!!(2n� 1)!! = (2n!!)2(2n)! = 22n(n!)2(2n)! = 22n�apn�ne �ne �n12n
�2

ap2n� 2ne �2ne �2n24n
= arn2 e 4�n��2n24n :

1Pokud ji znáte, tím líp, pokud ne, lze její nepøíli¹ obtí¾né odvození nalézt v následujícím paragrafu. Tam se taky mluví
o dvojfaktoriálech (!!), viz (10).
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Z (7) pak dostaneme
�2 = limn!1 12n+ 1

�arn2 e 4�n��2n24n

�2 = limn!1 n4n+ 2 � a2 � e 4�n��2n12n = a24 :
Proto je a = p2� a my jsme ukázali to, co jsme chtìli, a sice, ¾e

pro v¹echna n 2 N existuje �n 2 (0; 1); ¾e n! = p2�n�ne
�ne �n12n : (8)

4
Odvodíme je¹tì pro úplnost Wallisovu formuli (7). Nejprve spoèteme Ik := R �

2
0 sinkx dx pro ka¾dé celék � 0. Pøímým výpoètem obdr¾íme I0 = �

2 a I1 = 1, a pro obecné k � 2 pou¾ijeme metodu per partes:
Ik = Z �

2

0
sinkx dx = h� cosx sink�1 xi�2

0
+ (k�1)Z �

2

0
cos2 x sink�2x dx =

= 0 + (k�1)Z �
2

0
(1� sin2 x) sink�2x dx = (k�1) Ik�2 � (k�1) Ik :

Odtud jednodu¹e dostáváme následující rekurentní formuli Ik = k�1k Ik�2, k = 2; 3; : : :. Jejím opakovanýmpou¾itím zvlá¹» pro k = 2n a k = 2n+ 1, a s vyu¾itím znalosti hodnot I0 a I1 dostaneme pro n 2 N
I2n = 12 � 34 � � � 2n� 32n� 2 � 2n� 12n � �2 ;

I2n+1 = 23 � 45 � � � 2n� 22n� 1 � � � 2n2n+ 1 :
U¾ jsme skoro u konce. Vzhledem k tomu, ¾e máme x 2 h0; �=2i a tedy sinx 2 h0; 1i, platí na h0; �=2i apro v¹echna pøirozená n nerovnosti sin2n x � sin2n+1 x � sin2n+2 x. Pøeintegrujeme-li tyto nerovnosti od0 do �

2 , dostaneme I2n � I2n+1 � I2n+2, neboli12 � 34 � � � 2n� 12n � �2 � 23 � 45 � � � 2n2n+ 1 � 12 � 34 � � � 2n� 12n � 2n+ 12n+ 2 � �2 :
Vydìlme tuto nerovnost koe�cientem u �

2 v èlenu vlevo a dostaneme
�2 � 12n+ 1

�23 � 45 � � � 2n2n� 1
�2 � 2n+ 12n+ 2 � �2 :

Proto¾e posloupnost vpravo má limitu �
2 , má tuté¾ limitu i posloupnost uprostøed, a tedy platí

�2 = limn!1 12n+ 1
�23 � 45 � � � 2n2n� 1

�2 = limn!1 12n+ 1
� 2n!!(2n� 1)!!

�2 ; (9)
pou¾ijeme-li obvyklé znaèení

(2n) !! := 2:4 : : : 2n ; (2n� 1) !! := 1:3 : : : (2n� 1) ; n = 1; 2; : : : ; (10)
(pro n = 0 klademe 0 !! := 1, (�1) !! := 1). Tím je Wallisova formule (7) dokázána.
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