
Př́ıklady na 1. a 2. týden

Integrály závislé na parametru

1. Ukažte, že následuj́ıćı integrály jsou spojitými funkcemi proměnné na
dané množině

a)
∫ π

0

sin x

xa(π − x)a
dx, 0 < a < 2 b)

∫
2

0

x2 cos ax, −∞ < a < ∞

c)
∫

∞

1

cos x

xa
dx, 1 < a < ∞

2. Zjistěte, pro které hodnoty parametru integrál konverguje a spočtěte
jej

a)
∫

∞

0

arctg ax

x(1 + x2)
dx b)

∫
∞

0

e−ax2

− e−bx2

x
dx

c)
∫

∞

0

e−ax2

− e−bx2

x2
dx d)

∫
1

0

xb − xa

ln x
dx

e)
∫

∞

0

arctg ax arctg bx

x2
dx f)

∫
∞

0

e−ax2

cos bxdx

g)
∫ π

2

0

ln(1 + a sin2 x)

sin2 x
dx h)

∫
∞

0

sin4 x

x2
dx

i)
∫

∞

0

xe−axcos bxdx j)
∫

∞

0

e−ax 1 − cos x

x
dx

k)
∫

1

0

x−α lnn xdx, n přirozené nebo 0

3. Vyšetřete pr̊uběh funkce na jej́ım definičńım oboru

F (a) =
∫

1

0

ln(1 − a2x2)

x2
√

1 − x2
dx

Fyzika:

4. Dokažte následuj́ıćı identitu často už́ıvanou v kvantové teorii pole:
1

abc
= 2

∫
1

0

∫ x

0

dy

[a + (b − a)x + (c − b)y]3
dx

1

5. Derivováńım identity

1

ab
=

1

b − a

∫ b

a

dt

t2
=

∫
1

0

dz

[b − (a − b)z]2

podle a dokažte identitu

1

a2b
= 2

∫
1

0

zdz

[b + (a − b)z]3
.

6. V kvantověmechanické teorii lineárńıho oscilátoru dostáváme následuj́ıćı
vlastńı funkce, které odpov́ıdaj́ı nejnižš́ım energetickým stav̊um:

Ψ0 = K0e
−

x
2

2x
2

0 , Ψ1 = K1

2x

x0

e
−

x
2

2x
2

0 , Ψ2 = K2(
4x2

x2
0

− 2)e
−

x
2

2x
2

0 ,

kde x0, K0, K1, K2 jsou konstanty.

• Ukažte, že Ψ0, Ψ1, Ψ2 patř́ı do prostoru L2(−∞,∞), tj. že kon-

verguj́ı integrály
∫

∞

−∞

Ψ2

j(x)dx, j = 0, 1, 2.

• Najděte konstanty Kj tak, aby
∫
∞

−∞
Ψ2

j(x)dx = 1, j = 0, 1, 2.

7. Zobrazeńı Q = f(q, p), P = g(q, p) ve fázovém prostoru představuje
kanonickou transformaci souřadnic a hybnost́ı q, p k novým souřadnićım
a hybnostem Q, P , pokud uvedené relace jsou ekvivalentńı relaćım

p = ∂F/∂q, Q = ∂F/∂P,

kde funkce F je funkćı q a P . Určete, jaká kanonická transformace
př́ısluš́ı funkci

F (q, P ) =
∫ q

0

[2m(αP − mω2ξ2/2)]
1

2 dξ.

8. Hmotný bod vázaný na cykloidu x = a(ϕ − sin(ϕ), y = −a(1 −

cos(ϕ)), který se pohybuje bez třeńı v poli t́ıže, koná periodický po-
hyb. Dokažte, že perioda tohoto pohybu nezáviśı na počátečńı výchylce
(předpokládáme, počátečńı výchylka představuje maximálńı výchylku).

Návod: Zákon zachováńı energie dá pro periodu kmit̊u výraz

T = 8
a

g

∫ ϕ0

π

1 − cos ϕ
√

cos ϕ − cos ϕ0

dϕ.
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